Summarv

T h e p u r p o s e o f t h i s p a p e r i s t o p r o v i d e a u s e r ' s i n t r o d u c t i o n t o t h e b a s i c i d e a s c u r r e n t l y f a v o r e d i n n o n l i n e a r o p t i m i z a t i o n r o o t i n e s
by n u m e r i c a l a n a l y s t s . T h e p r i m a r y f o c u s will b e o n t h e u n c o n s t r a i n e d p r o b l e m b e c a u s e t h e m a i n i d e a s a r e much m o r e s e t t
l e d . A l t h o u g h t h i s i s n o t a p a p e r a b o u t n o n l i n e a r l e a s t s q u a r e s , t h e r i c h s t r u c t u r e o f t h i s i m p o r t a n t p r a c t i c a l p r o b l e m makes i t a c o n v e n i e n t e x a m p l e t o u s e t o i l l u s t r a t e t h e i d e a s we w i l l d i s c u s s . We w i l l m a k e m o s t u s e o f t h i s e x a m p l e i n t h e f i r s t t h r e e s e c t i o n s w h i c h d e a l w i t h t h e h e l p f u l c o n c e p t o f
a l o c a l m o d e l i n g t e c h n i q u e a n d t h e a t t e n d a n t l o c a l c o n v e r g e n c e a n a l y s i s .
S t r e s s w i l l b e p u t on ways used t o i m p r o v e a p o o r i n i t i a l s o l u t i o n e s t i m a t e s i n c e t h i s i s o n e o f t h e k e y s t o c h o o s i n g t h e m o s t s u i t a b l e r o u t i n e f o r a p a r t i c u l a r a p p l i c a t i o n . T h i s m a t e r i a l i s c o v e r e d i n t h e r a t h e r l o n g S e c t i o n 4 . T h e d i s c u s s i o n o f t h e c o n s t r a i n e d p r o b l e m i n S e c t i o n 5 w i l l be a b r i e f o u t l i n e o f t h e c u r r e n t i s s u e s i n v o l v e d i n d e c i d i n g w h a t a l g o r i t h m s t o i m p l e m e n t . S e c t i o n 6 i s d e v o t e d
t o s o n e c o n c l u d i n g r e m a r k s i n c l u d i n g some s p a r s e comments on l a r g e p r o b l e m s .
I n t r o d u c t i o n .
T h e p r o b l e m o f e s t i m a t i n g p a r a m e t e r s by n o n l i n e a r l e a s t -s q u a r e s i s w e l l s u i t e d t o i l l u s t r a t e t h e g e n e r a l i d e a s common t o a l l t h e a l g o r i t h m s t h a t we will d i sc u s s . I n p a r t i c u l a r , we might be given a model and some d a t a y = x1 + x 2 c o s ( x 3 t ) , a n d ( t i , y i ) , i = 1 , 2 * . . .n. 
Our problem i s t o d e t e r m i n e t h e p a r a m e t e r v e c t o r x = ( x l , x 2 ,~3 )~ t o b e s t f i t t h e d a t a . We d e f i n e R t o b e t h e r e s i d u a l v e c t o r f u n c t i o n t h a t maps p a r a m e t e r s p a c e Pp i n t o r e s i d u a l
One p o i n t i s t h a t t h e u s e r o f t e n c l a i m s
to want a g l o b a l m i n i m i z e r o f f . a l i t e r a l s o l u t i o n t o ( l . l ) * a n d t h e r e i s r e a l l y n o way t o w r i t e a l i b r a r y p r o g r a m t o h a n d l e g e n e r a l p r o b l e m s o f t h i s c l a s s , u s e o n l y f i n i t e l y many f u n c t i o n e v a l u a t i o n s a n d n o e x p e n s i v e d e r i v a t i v e b o u n d s , a n d b e s u r e o f f i n d i n g t h e g l o b a l m i n i m i z e r .
I n s t e a d , t h e a l g o r i t h m s d i sc u s s e d h e r e t r y t o f i n d a l o c a l m i n i m i z e r . w h i c h i s what i t s o u n d s l i k e : t h e r e
i s a b a l l a r o u n d x* i n w h i c h no x g i v e s a s m a l l e r v a l u e of f . We w i l l a l s o s p e a k of s t r o n g l o c a l x i n i m i z e r s X*.
T h i s j u s t means t h a t t h e r e i s a b a l l i n w h i c h n o
x g i v e s a v a l u e o f f a s s m a l l as f ( x , ) .
Many o f t h e r o u t i n e s w i l l r e t u r n a w a r n i n g i f t h e p r o b l e m i s s u f f i c i e n t l y i l l -c o n d i t i o n e d , t h a t x* i s n o t a s t r o n g l o c a l m i n i m i z e r . T h i s d o e s n ' t s o u n d v e r y s a t i s f a c t o r y , e s p e c i a l l y s i n c e o p t i m i z e r s u s u a l l y s t a t e t h e d e f i n i t i o n o f a l o c a l m i n i m i z e r v e r y f o r m a l l y a n d use E , which connotes a s m a l l n u m b e r ,
t o d e n o t e t h e r a d i u s o f t h e b a l l . I n p r a c t i c e , t h e s i z e o f t h e b a l l i s m o s t a f f e c t e d by t h e a p p r o p r i a t e n e s s o f t h e m o d e l . t h e c o n d i t i o n i n g i s d e p e n d e n t
on how n e a r l y r e d u n d a n t t h e p a r a m e t e r i z a t i o n i s , a n d t h e p a r t i c u l a r x * f o u n d i s u s u a l l y t h e m o s t c l o s e l y r e l a t e d t o , i f n o t t h e c l o s e s t t o , t h e i n i t i a l o r n o m i n a l e s t i m a t e o f t h e p a r a m e t e r v e c t o r x . U s e r s o n l y w o r r y a b o u t w h e t h e r x* i s t h e g l o b a l m i n i m i z e r i f i t i s n o t t h e a n s w e r t h e y e x p e c t e d t o f i n d .
S o n e i n t e r e s t i n g a l g o r i t h m s a r e b e i n g d e v e l o p e d t o a p p r o x i m a t e g l o b a l m i n i m i z e r s , a n d t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d s c a n b e a r e a l h e l p i n f i n d i n g t h e local minim.izer. See
C861.
We w i l l g e n e r a t e a s e q u e n c e o f i t e r a t e s ix,k) by t h e f o l l o w i n g t e c h n i q u e :
A t e a c h i t e r a t i o n , we b u r l d a n e a s i l y s o l v e d p r o b l e m t h a t m o d e l s ( 1 . 1 ) f o r
x n e a r t h e c u r r e n t i t e r a t e x C . We t h e n s o l v e t h e m o d e l p r o b l e m and hope that i t s s o l u t i o n will b e a n a c c e p t a b l e n e x t i t e r a t e . I f n o t , t h e n we u s e o n e o f t h e s t r a t e g i e s o f S e c t i o n 4 t o m o d i f y t h a t s o l u t i o n t o p r o v i d e t h e n e x t i t e r a t e x + .
T h e s t a n d a r d f o r m o f t h e m o d e l f o r u n c o n s t r a i n e d m i n i m i z a t i o n i s a q u a d r a t i c f u n c t i o n w r i t t e n i n t e r m s o f t h e s t e p s from xc:
Here, gc=Vqc(xc)EPp i s t h e g r a d i e n t a t x c o f t h e q u ad r a t i c q c . T h e g r a d i e n t o f a r e a l -v a l u e d f u n c t i o n a l 0 i s t h e column of p a r t i a l d e r i v a t i v e s o f 0; i t s i t h e l ement i s d.@. S t r i c t l y s p e a k i n g , i t i s t h e t r a n s p o s e o f t h e d e r i v i t i v e #', which i s a row v e c t o r .
T h e H e s s i a n m a t r i x c o n s i s t s o f t h e s e c o n d d e r i v a t i v e s o f a f u n ct i o n a l 0; i t s i , j t h e l e m e n t i s dij0. The model Hessian I f t h e m o d e l H e s s i a n i s t a k e n t o b e p o s i t i v e d e f i n i t e , t h e n t h e C h o l e s k y f a c t o r i z a t i o n t e c h n i q u e c a n be used on ( 1 . 3 ) . T h i s a l g o r i t h m uses h a l f t h e work 173 0191-2216/83,0000-0173 $1.00 I 1983 IEEE a n d s t o r a g e o f G a u s s i a n e l i m i n a t i o n , a
i t , and so a p o s i t i v e -d e f i n i t e model Hessian e n s u r e s t h a t t h e q u a s i -N e w t o n s t e p i s a t l e a s t a s t e p i n a d e s c e n t d i r e c t i o n , a d i r e c t i o n f o r w h i c h f h a s a n e g a t i v e d i r e c t i o n a l d e r i v a t i v e a t x c , I n S e c t i o n 4, we will s e e w a y s o f d e a l i n g w i t h s i n g u l a r o r i n d e f i n i t e m o d e l H e s s i a n s .
A n o t h e r u s e f u l t e r m i n o l o g y i s t h a t of t h e J a c o b i a n of a v e c t o r -v a l u e d f u n c t i o n o f a v e c t o r v a r i a b l e . The J a c o b i a n J c of R a t x c i s j u s t t h e n x p m a t r i x w h o s e i t h row i s R . ' ( x c ) .
I n g e n e r a l , t h e J a c o b i a n o f t h e g r ad i e n t i s ] t h e H e s s i a n . T h e c h a i n r u l e g i v e s ( 1 . 4 ) 4.1. p e r i v a t u & u.
T h e r e a r e two b a s i c a s s u m p t i o n s t h a t u n d e r l i e t h e choice of methods we w i l l d i s c u s s . The f i r s t i s t h a t t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n i s e x p e n s i v e t o c o m p u t e , a n d t h e second i s t h a t t h e u s e r d o e s n ' t w a n t t o f u r n i s h a n y m o r e i n f o r m a t i o n t h a n n e c e s s a r y t o s o l v e h i s p r o b l e m . To i l l u s t r a t e t h e f i r s t , i f t h e f u n c t i o n s i n v o l v e d a r e c h e a p t o e v a l u a t e , t h e n why n o t l a y down a f i n e g r i d a n d j u s t f i n d t h e m i n i m i z e r on t h e g r i d i n t h e f e a s i b l e s e t ? To i l l u s t r a t e t h e s e c o n d , i f r o u t i n e A a s k s f o r o n l y o b j e c t i v e f u n c t i o n v a l u e s a n d B a s k s f o r f u n c t i o n , g r a d i e n t , a n d H e s s i a n v a l u e s , t h e n B w i l l g e t v e r y l i tt l e u s e .
On t h e o t h e r h a n d , i f A f a i l s t o o o f t e n , t h e n i t will a l s o g e t v e r y l i t t l e u s e . The numerical a n a l y s t s ' c l i e n t g r o u p s a r e j u s t l i k e a l l c l i e n t s , t h e y w a n t s o m e t h i n g a v a i l a b l e t h a t d o e s t h e j o b a n d i s cheap a n d e a s y t o u s e .
Most u s e r s a r e u n d e r s t a n d a b l y r e l u c t a n t t o f i n d a n d t o c o d e t h e p a r t i a l d e r i v a t i v e s r e q u i r e d f o r t h e J a c o b i a n o f R o r t h e g r a d i e n t o f f , e v e n i n p r o b l e m s f o r w h i c h t h e d e r i v a t i v e s a r e s t r a i g h t f o r w a r d . I t i s c l e a r f r o m t h e d i s c u s s i o n b e f o r e t h i s s u b s e c t i o n t h a t t h e a l g o r i t h m s w i l l n e e d p a r t i a l d e r i v a t i v e s . I t i s s t a n d a r d p r a c t i c e now f o r o p t i m i z a t i o n r o u t i n e s t o f u rn i s h s u b r o u t i n e s t h a t c a l c u l a t e d e r i v a t i v e s by f i n i t e d i f f e r e n c e s . G i v e n t h e o p t i o n , m o s t u s e r s w i l l t a k e i t , and i t i s p r o b a b l y t h e s a f e s t t h i n g t o d o , s i n c e m o s t p e o p l e a r e l i k e l y t o m a k e a n e r r o r i n e i t h e r t a k i n g o r c o d i n g t h e r e l e v a n t p a r t i a l s . I n f a c t , i f t h e u s e r d o e s f u r n i s h h i s own d e r i v a t i v e s , many l i b r a r y r o u t i n e s will b e g i n t h e c o m p u t a t i o n by u s i n g f i n i t e d i f f e r e n c e s t o c h e c k f o r e r r o r s i n t h e u s e r s u p p l i e d r o u t i n e . There i s w o r k u n d e r w a y t o u s e s y m b o l i c d i f f e r e n t i a t o r s t o f u r n i s h d e r i v a t i v e s , b u t t h e r e d o n o t seem t o b e a n y w i d e l y a v a i l a b l e m i n i m i z a t i o n c o d e s o f t h i s t y p e . 1631
We will m e n t i o n v a r i a b l e -m e t r i c m e t h o d s i n t h e s e c t i o n on l o c a l m o d e l s . T h e s e f a s c i n a t i n g g e n e r a l i z at i o n s o f t h e s e c a n t m e t h o d f u r n i s h c h e a p d e r i v a t i v e a p p r o x i m a t i o n s .
T h e y a r e e x c e l l e n t f o r H e s s i a n s b u t t h e y a r e p r o b a b l y n o t a c c u r a t e e n o u g h t o b e u s e d i n g r a d i e n t a p p r o x i m a t i o n s , s i n c e V f ( x , ) = O i s a n e c e s s a r y I f t h e problem i s pxp and of f u l l r a n k , t h e n t h e r e i s no worry s i n c e t h e column space i s a l l o f E p = E n . O t h e r w i s e , the column space i s a t most a p -d i m e n s i o n a l s u b s p a c e o f E a n d n e e d s t o b e known a c c u r a t e l y t o a v o i d c o n v e r gi n g t o a n o n m i n i m i z e r . T h i s o b j e c t i o n i s i r r e l e v a n t i f t h e u s e r c a n r e a l i s t i c a l l y u s e a c o n v e r g e n c e t e s t b a s e d o n l y o n t h e f i n a l r e s i d u a l s .
c c u r a t e t h a n t h e r o u t i n e e x p e c t s .
T h e p r o p e r p e r t u r b a t i o n s t e p h i i n t h e f i n i t e -d i f f e r e n c e c a l c u l a t i o n f ( x + h ; e ; ) -f ( x ) = di f ( x ) h i (1.1.1) i s f o r h i t o p e r t u r b h a l f a s many d i g i t s i n x a s a r e a c c u r a t e i n f ( x ) . ( H e r e .
we a r e u s i n g ~i t o d e n o t e t h e i t h u n i t v e c t o r i n x -s p a c e . ) I f h i i s t o o s m a l l r e l at i v e t o t h e a c c u r a c y o f f , t h e n e v a l u a t i n g t h e n u m e r at o r o f (1.1.1) w i l l r e s u l t i n c a n c e l l a t i o n o f a l l b u t t h e n o i s e i n t h e t r a i l i n g d i g i t s o f t h e two f-values. D i v i s i o n by h i t h e n makes t h i s s m a l l n o i s e l o u d e r by t h e m a g n i t u d e o f h i . I f a r o u t i n e a s k s f o r t h e a c c u r a c y o f y o u r f u n c t i o n e v a l u a t i o n s , t h e n i t w i l l p r o b a b l y w a n t t o u s e t h e a c c u r a c y i n f o r m a t i o n i n t h i s way. I f i t d o e s n o t a s k , t h e n b e w a r e b e c a u s e i t probably assumes t h a t f i s a c c u r a t e t o f u l l p r e c i s i o n .
I f t h e u s e r c a n p r o v i d e o n l y a f e w d i g i t s o f a c c ur a c y i n t h e f u n c t i o n , t h e n i t i s v e r y u s e f u l t o p r o v i d e d e r i v a t i v e s i f p o s s i b l e .
The d e r i v a t i v e s n e e d n o t e v e n b e a s a c c u r a t e a s t h e f u n c t i o n , j u s t m o r e a c c u r a t e t h a n t h e f i n i t e d i f f e r e n c e s w i l l b e .
Users sometimes comb i n e a l o n g -p r e c i s i o n v e r s i o n o f a f i n i t e -d i f f e r e n c e o p t i m i z a t i o n c o d e w i t h a s h o r t -p r e c i s i o n f u n c t i o n , u s e t h e d e f a u l t
t o l e r a n c e s , a n d a s a c o n s e q u e n c e , o b s e r v e a n e x p e n s i v e d r a w n -o u t l a c k o f c o n v e r g e n c e .
T h i s i s e s p e c i a l l y conmon i n e s t i m a t i n g p a r a m e t e r s f o r d i ff e r e n t i a l e q u a t i o n m o d e l s w h e r e t h e c o s t o f t h e r e s id u a l c a l c u l a t i o n i n c r e a s e s d r a m a t i c a l l y w i t h t h e a c c ur a c y r e q u e s t e d . To a l l e v i a t e t h i s , i t i s w e l l t o remember t h a t many o f t h e s e p r o b l e m s c a n b e m a n i p u l a t e d t o p r o v i d e t h e r e l e v a n t d e r i v a t i v e s a s a p a r t o f t h e r e s i d u a l c a l c u l a t i o n . S e e
C731. p.470. for an example.
Most o f t h e a l g o r i t h m s c a n b e m o d i f i e d t o n e e d o n l y a f e w s i g n i f i c a n t d i g i t s , i f t h e u s e r i s r e a l i s t i c a b o u t when t o s t o p .
A n o t a b l e e x c e p t i o n i s t h e N e l d e r -M e a d e s i m p l e x a l g o r i t h m (C31. C521. C321) which r e a l l y o n l y n e e d s e n o u g h a c c u r a c y t o b e a b l e t o t r u s t t h e s i g n o f t h e d i f f e r e n c e o f o b j e c t i v e f u n c t i o n v a l u e s a t t h e i t e r a t e s . U n f o r t u n a t e l y , 
G l a d a n d G o l d s t e i n E341 s e e m s t o b e t h e o n l y a l t e r n a t i v e i f t h e p r o b l e m h a s o n l y o n e o r t w o s i g n i f i c a n t d i g i t s i n t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n .
Some c o w o r k e r s a n d t h e a u t h o r a r e a n a l y z i n g w a y s t o m o d i f y t h e a l g o r i t h m s c o n s i d e r e d h e r e t o make them more r o b u s t f o r low n o i s e l e v e l s .
I t d o e s n o t s e e m t o b e a v e r y d i f f i c u l t p r o b l e m , b u t i t i s much t o o i n t e r e s t i n g t o b e f i n i s h e d q u i c k l y b e c a u s e i t i s l e a d i n g u s t o a d e e p e r u n d e r s t a n d i n g o f t h e u n d e r l y i n g c o n c e p t s .
S e e C171. C181, [%I, CS51.
h 3 l M o d e l s
T h i s s e c t i o n o o n t a i n s a n e x p l a n a t i o n o f t h e Newton, Gauss-Newton, and some quasi-Newton methods for T h e u s e o f n o n l i n e a r l e a s t s q u a r e s a s a n examp l e i s p a r t l y b a s e d on t h e n u m b e r o f i n t e r e s t i n g l o c a l m o d e l s a v a i l a b l e . The Levenberg-Marquardt method w i l l n o t a p p e a r u n t i l S e c t i o n 4 s i n c e we view i t a s a n a t u r a l m o d i f i c a t i o n o f t h e G a u s s -N e w t o n l o c a l m o d e l t o d e a l w i t h s i n g u l a r i t y a n d p o o r i n i t i a l g u e s s e s . 
i f o n e c h o o s e s t o u s e t h e n o r m a l e q u a t i o n s t o s o l v e t h e l i n e a r p r o b l e m . E x p a n d i n g ( 2 . 1 ) a n d r e a r r a n g i n g t e r m s , g i v e s u s t h e Gauss-Newton quadratic model as ( 1 . 2 ) w i t h gcGN = JZR(xc) V f ( x c ) , and HcGN = JTJc .
N o t e t h a t
HcGN i s a l w a y s a t l e a s t p o s i t i v e s e m id e f i n i t e , and t h a t i t i s a v a i l a b l e f r o m d e r i v a t i v e i n f o r m a t i o n a l r e a d y g a t h e r e d f o r t h e g r a d i e n t .
Newton's method i s t h e e s s e n c e o f t h e q u a d r a t i c m o d e l i n g i d e a , I t c h o o s e s t h e m o d e l d e r i v a t i v e s t o m a t c h t h e g r a d
i e n t a n d H e s s i a n o f t h e o b j e c t i v e f u n ct i o n f a t xc. The problem i s t h a t t h e H e s s i a n f " ( x c ) i s o f t e n e x p e n s i v e t o c o m p u t e o r t o a p p r o x i m a t e by f i ni t e d i f f e r e n c e s .
The H e s s i a n o f t h e l e a s t -s q u a r e s problem i s :
Thus we s e e t h a t t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e l o c a l models used by t h e Gauss-Newton and Newton methods i s j u s t
S ( x c ) , the sum o f t h e s e c o n d -o r d e r i n f o r m a t i o n w e i g h t e d by t h e c o r r e s p o n d i n g r e s i d u a l . The theory t e l l s us t h a t i f f " ( x * ) i s n o n s i n g u l a r . t h e n i t w i l l b e p o s i t i v e d e f i n i t e n e a r a s t r o n g l o c a l m i n i m i z e r o f f , b u t i t may n o t b e p o s i t i v e d e f i n i t e e a r l y i n t h e i t e r at i o n . T h u s , N e w t o n ' s m e t h o d h a s t h e d i s a d v a n t a g e s
o f c o m p u t i n g t h e m o s t e x p e n s i v e p a r t o f t h e H e s s i a n a n d o f h a v i n g t o w o r r y a b o u t n e g a t i v e a s w e l l a s z e r o e i g e nv a l u e s . S i n c e t h e Newton model of f i s probably more a c c u r a t e , o n e w o u l d e x p e c t b e t t e r a b s o l u t e p e r f o r m a n c e , e v e n i f i t w e r e n o t e n o u g h b e t t e r t o j u s t i f y t h e e x t r a d i f f i c u l t i e s .
As we will s e e i n S e c t i o n 4. n e g a t i v e c u r v a t u r e a n d s i n g u l a r i t y a t i t e r a t i o n p o i n t s a r e n o t s u c h d i f f i c u l t p r o b l e m s a s t h e y o n c e w e r e ( s e e C301.
CS11).
The Gauss-Newton method pays a p e n a l t y f o r i g n o r - In some a p p l i c a t i o n s a r e a s , t h e Gauss-Newton method i s a l m o s t n e v e r u s e d f o r t h i s r e ason.
Some a l t e r n a t i v e s a r e t h e s o -c a l l e d v a r i a b l em e t r i c m e t h o d s C161, C251, C321. T h e s e v e r y e f f e c t i v e a n d c o n v e n i e n t H e s s i a n a p p r o x i m a t i o n t e c h n i q u e s a r e g e n e r a l i z a t i o n s o f t h e way t h e 1 -d i m e n s i o n a l s e c a n t m e t h o d a p p r o x i m a t e s d e r i v a t i v e s i n t h a t t h e new model H e s s i a n H + i s c h o s e n t o s a t i s f y t h e s e c a n t 
The two most n a t u r a l norms t h a t t r y t o mimic t h e s c a li n g i n t h e p r o b l e m g i v e t h e DFP, o r D a v i d o n
[lo].
F l e t c h e r -P o w e l l E221 method. and the BFGS. or Broyden
C71, C81. F l e t c h e r C231, G o l d f a r b C351, Shanno C681 m e t h o d . F o r t h e s e m e t h o d s , i t i s n o t h a r d t o m a i n t a i n p o s i t i v e -d e f i n i t e m o d
e l H e s s i a n s , a n d t h e C h o l e s k y f a ct o r s o f H + c a n b e g o t t e n f r o m t h o s e o f Hc i n 0 ( 2 ) o p e r a t i o n s .
S e e C161. C321. where Sc i s a v a r i a b l e -m e t r i c a p p r o x i m a t i o n t o S ( x c ) . We will r e f e r t o t h i s a s an augmented Gauss-Newton method. See C131, C141. C321.
The DFP and BFGS do g e t a r o u n d t h e l o c a l
c o n v e rgence problems that the Gauss-Newton method may have, b u t t h e y a r e n o t n e a r l y a s e f f e c t i v e a s t h a t m e t h o d f o r small r e s i d u a l p r o b l e m s . T h i s s e e m s r e a s o n a b l e b e c a u s e t
I & s d
n c a r r y i n g o u t t h e i t e r a t i o n i s e x p e n d e d i n g e tt i n g c l o s e e n o u g h t o b e a b l e t o t a k e t h e f u l l s t e p t o x+. This i s somewhat l i k e s a y i n g t h a t j e t t r a v e l i s n o t a n i m p o r t a n t p a r t o f a two-week t r i p t o Europe b e c a u s e i t o c c u p i e s s o l i t t l e o f t h e t i m e . I t i s n o t i n k e e p i n g w i t h o u r p u r p o s e h e r e t o s t a t e t h e t h e o r e m s t h a t h a v e b e e n g i v e n t o a n s w e r t h i s q u e s t i o n f o r t h e m e t h o d s o f i n t e r e s t . I n s t e a d , we will g i v e a n i n f o r m a l c o m p a r i s o n .
We w i l l c o n s i d e r o n l y t h e case where x* i s a s t r o n g l o c a l m i n i m i z e r i n t h e s e n s e t h a t f " ( x * ) i s p o s i t i v e -d e f i n i t e . The Gauss-Newton m e t h o d r e q u i r e s t h e l e a s t s m o o t h n e s s t o g i v e a n a n s w e r . I t r e q u i r e s t h a t o n l y e n s u r e s t h a t t h e c o n v e r g e n c e i s s u p e r l i n e a r r a t h e r t h a n t h e s e c o n d -o r d e r c o n v e r g e n c e for which Newton's method i s known.
A b e t t e r comp a r i s o n c a n b e made i f we a s s u m e t h a t R" i s L i p s c h i t z c o n t i n u o u s . I n t h i s c a s e , t h e Newton method, the BFGS. DFP, and the augmented Gauss-Newton given in E131 a r e a l l l o c a l l y c o n v e r g e n t , r e g a r 
u a s i -N e w t o n s t e p , a n d t h e n f i n d t h a t x + g i v e s a w o r s e a p p r o x i m a t e s o l u t i o n t h a n x C . I n f a c t , i t i s c l e a r l y n o t s u f f i c i e n t i n t h e o r y j u s t t o b e s u r e t h a t f ( x + ) < f ( x c ) . s i n c e
i s e a s y t o c o n s t r u c t a n i c e l y c o n v e x 1 -d i m e n s i o n a l e x a m p l e t o show f ( X k ) c o n v e r g i n g m o n o t o n i c a l l y down to 2f(x*) and {Xk) conv e r g i n g t o a point between x0 and X*.
To a v o i d t h i s . we need t o know how x+ must improve on x c . A f t e r t h a t . t h e r e s t i s u s u a l l y s t r a i g h t f o r w a r d ; i f t h e q u a s iNewton s t e p , o r s o n e s u b s e q u e n t t r i a l s t e p , d o e s n o t g i v e s u f f i c i e n t i m p r o v e m e n t , t h e n we u s u a l l y a s s u m e t h a t o u r t r i a l s t e p was t o o l o n g , a n d we try 3 s h o r t e r s t e p . T h e r e a r e some c o n t e x t s i n w h i c h we a c t u a l l y t r y a l o n g e r s t e p i f a t r i a l s t e p f a i l s i n a way t h a t i n d ic a t e s t h a t t h e f u n c t i o n i s s t i l l d e c r e a s i n g r a p i d l y i n t h e d i r e c t i o n o f t h e t r i a l s t e p ,
The b a c k t r a c k i n g s t r a t e g y o f a l w a y s t a k i n g a s h o r t e r s t e p i f a t r i a l s t e p i s u n s u c c e s s f u l , i m p l i e s t h e f o l l o w i n g i m p l i c i t a s s u m p t i o n , w h i c h we w i l l s t a t e in terms of a l o c a l q u a
d r a t i c m o d e l , on t h e c o m p a t ib i l i t y o f t h e t e s t f o r s u f f i c i e n t improvement and t h e l o c a l m o d e l i n g t e c h n i q u e : t h e m e t h o d p r o v i d e s q c ( x c + s ) a c c u r a t e e n o u g h n e a r x c s o t h a t f o r a s u f f i c i e n t l y s m a l l s t e p s, i f xc+s g i v e s s u f f i c i e n t i m p r o v e m e n t o v e r x F a s a n a p p r o x i m a t e m i n i m i z e r o f q c r t h e n i t w i l l a l s o g l v e s u f f i c i e n t i m p r o v e m e n t a s a n a p p r o x i m a t e m i n i m i z e r of f I t i s w o r t h n o t i n g t h a t i f f i s a l l o w e d t o i n c r e a s e f o r some i t e r a t i o n s , t h e n much f a s t e r c o n v e rg e n c e is o c c a s i o n a l l y o b s e r v e d . I n t h e a u t h o r ' s e x p e r i e n c e .
s u c h s t r a t e g i e s a r e s l o w e r a n d l e s s r e l ia b l e o v e r t h e l o n g h a u l .
A l s o , i n t u i t i o n s u g g e s t s a g r e a t e r l i k e l i h o o d o f f i n d i n g t h e w r o n g l o c a l u , i n i m i z e r t o go w i t h t h e u s e r -s u p p l i e d i n i t i a l e s t i m a t e .
U A s e D t a n c e WIU. The Goldstein [37]-Armijo [ 2 ] c o n d i t i o n s a r e t h e m o s t b a s i c t e s t s u s e d t o d e t e r m i n e w h e t h e r a s t e p is a s u f f i c i e n t improvement t o w a r r a n t t a k i n g i t . T h e r e a r e r e a l l y o n l y t h r e e c o n c e r n s : t h e s t e p m u s t b e i n a good d i r e c t i o n . i t must not be too long. and i t must not be t o o s h o r t . We o n l y r e q u i r e t h e d i r e c t i o n of s t o b e a d e s c e n t d i r e c t i o n , g T s > O . The c o n d i t i o n we i m p o s e t h a t t h e s t e p s n o t b e t o o l o n g
i s r e a l l y a r e q u i r e m e n t t h a t a l o n g e r step m u s t r e s u l t i n a p r o p o r t i o n a l l y g r e a t e r r e d u c t i o n i n f .
T h i s i s t o r u l e o u t t h e c a s e i n w h i c h we s t a n d on t h e s i d e o f a v a l l e y a n d t a k e a s t e p so l o n g t h a t we go up t h e o t h e r s i d e o f t h e v a l l e y a l m o s t t o t h e same a l t i t u d e a s t h e p o i n t we l e f t . The problem h e r e i s t h a t i f we r e p e a t t h e p r o c e s s m a k i n g l e s s a n d l e s s downward p r o g r e s s e a c h t i m e b a c k a n d f o r t h a c r o s s t h e v a l l e y , t h e n we c a n f l a t t e n o u t by c o n v e r g i n g t o two limit p o i n t s , o n e on e a c h s i d e o f t h e v a l l e y . The t e s t t o p r e v e n t t h i s i s f ( x c + s ) S f ( x c ) + a g T s . O < a < l . (4.1.1) T h i s s a y s t h a t f ( x + ) s h o u l d b e b e l o w a l i n e b e t w e e n t h e h o r i z o n t a l a n d t h e l i n e t a n g e n t t o f a t xc i n t h e d i r e c t i o n o f s. N o t i c e t h a t i f f i s c o n t i n u o u s a l o n g a d e s c e n t d i r e c t i o n f r o m x c , t h e n t h e r e i s always an i n t e r v a l of s t e p s s i n t h a t d i r e c t i o n t h a t a l l s a t i s f y ( 4 . 1 . 1 ) .
T h e c o n s t a n t a i s u s u a l l y t a k e n t o b e . 0 0 0 1 , s o t h i s i s n o t a v e r y s t r i n g e n t r e q u i r e m e n t .
I t i s i n t e r e s t i n g t o n o t e t h a t i f f is a q u a d r a t i c a l o n g t h e d i r e c t i o n of s, t h e n a = . 5 g o e s r i g h t t h r o u g h t h e minimizer of f a l o n g t h e d i r e c t i o n . T h u s ,
o n e w o u l d p r o b a b l y n e v e r u s e a l a r g e r v a l u e t h a n .5. s i n c e f o r t h e m o d e l p r o b l e m , a n y s t e p s l i g h t l y l o n g e r t h a n t h e b e s t p o s s i b l e w o u l d b e u n a c c e p t a b l e .
T h e r e a r e s e v e r a l ways t o make s u r e t h e s t e p i s n o t t o o s h o r t . H e r e we a r e t r y i n g t o g u a r d a g a i n s t o u r v a l l e y w a l k e r r e p e a t e d l y g o i n g h a l f t h e r e m a i n i n g d i st a n c e down toward a f i x e d s p o t on h i s s i d e o f t h e v a ll e y , so t h a t h e s a t i f i e s ( 4 . 1 . 1 ) . b u t h e c o n v e r g e s b e c a u s e t h e sum o f t h e l e n g t h s o f h i s s t e p s c o n v e r g e s , n o t b e c a u s e h e r e a c h e s t h e b o t t o m of t h e v a l l e y . The m o s t s t r a i g h t f o r w a r d t e s t i s
f ( x c + s ) s f ( x c ) + g g T s , O < a < . 5 < B < l . (4.1.2) T h i s j u s t i n s e r t s a n o t h e r l i n e b e l o w ( 4 . 1 . 1 ) a n d a b o v e t h e l i n e t a n g e n t t o f a t x C . S i n c e f ( x ) s t a r t s o u t b e l o w b o t h l i n e s ( 4 . 1 . 1 6 2 1 , i f f i s c o n t i n u o u s , t h e n f e i t h e r d e c r e a s e s f o r e v e r i n t h e g i v e n d i r e c t i o n , o r e l s e it e v e n t u a l l y g o e s a b o v e t h e t o p l i n e , i n w h i c h c a s e t h e r e m u s t b e a n i n t e r v a l o f s t e p s s t h a t a l l s a t i s f y ( 4 . 1 . 1 6 2 ) .
The r e a s o n f o r c h o o s i n g p>.5 i s t h e same a s t h e r e a s o n g i v e n a b o v e f o r c h o o s i n g a < . 5 . I t i s e a s y t o s e e w h i c h way t o a d j u s t t h e l e n g t h of a s t e p i n a f i x e d d i r e c t i o n u s i n g these t e s t s : i f ( 4 . 1 . 1 ) f a i l s , t h e n t h e r e i s c e r t a i n l y a s h o r t e r s t e p t h a t w i l l s a t i s f y b o t h t e s t s , a n d i f ( 4 . 1 . 1 ) p a s s e s a n d ( 4 . 1 . 2 ) f a i l s , t h e n t h e r e i s a l o n g e r s t e p t h a t s a t i sf i e s b o t h t e s t s . I t i s ( 4 . 1 . 2 ) t h a t i s t h e m o s t t r o ub l e s o m e t o s a t i s f y a n d t o my knowledge, (4.1.2) i s n o t i m p l e m e n t e d i n a n y g e n e r a l l y a v a i l a b l e s o f t w a r e . 
S t i l l t h e p a i r o f c o n d i t i o n s t a k e n t o g e t h e r h a v e t h e v e r y i n t e r e s t i n g p r o p e r t y t h a t t h e y a r e t o t a l l y i n d e p e n d e n t o f t h e way s i s c h o s e n , a s l o n g as i t i s i n a d e s c e n t d i r e c t i o n . I t can be shown t h a t i f is s a t i s f i e s b o t h c o n d i t i o n s , t h e n u n
ALternate LUl2 w. I n t h e p r e v i o u s s u b s e c t i o n , we saw t e s t s f o r s u ff i c i e n t i m p r o v e m e n t t h a t d i d n ' t d e p e n d a t a l l o n t h e a l g o r i t h m u s e d t o c h o o s e t h e s t e p , a s l o n g a s t h e s t e p was made i n a d e s c e n t d i r e c t i o n . The argument could be made t h a t we may a s well u s e m o r e i n f o r m a t i o n f r o m t h e a l -g o r i t h m , i f i t w i l l h e l p . T h e s i m p l e s t s c h e m e i s a s a f e g u a r d e d b a c k t r a c k . I f t h e f u l l s t e p t o t h e s o l ut i o n o f t h e m o d e l p r o b l e m s a t i f i e s ( 4 . 1 . 1 ) .
t h e n we take t h e s t e p a n d i g n o r e ( 4 . 1 . 2 ) . I f ( 4 .
. ) i s n o t s a t i s f i e d , t h e n we know t h a t t h e r e i s a s h o r t e r s t e p t h a t i s n e i t h e r t o o l o n g o r t o o s h o r t .
We d e c r e a s e t h e u n s u c c e s s f u l s t e p by a f a c t o r p , u s u a l l y . l < p < . 5 , a n d T h u s t h e s t e p i s n o t t o o l o n g , a n d we t r u s t t h e p r o c e s s we u s e d t o d e c r e a s e t h e s t e p t o
C541. i n s u r e t h a t i t i s n o t t o o s h o r t .
S e e [21, C161. C321.
T h i s p r o c e d u r e i s e v e n m o r e i n t e r e s t i n g when we r e p l a c e ( 4 . 1 . 1 ) by a n o t h e r t e s t m o r e c l o s e l y t i e d t o t h e l o c a l m o d e l i n g i d e a . F i r s t , we c a n r e w r i t e t h e t e s t i n t h e f o l l o w i n g way:
(4.2.1)
The numerator i s t h e r e d u c t i o n i n f t h a t r e s u l t s f r o m t h e s t e p s. Now t h i n k o f t h e d e n o m i n a t o r a s t h e r e d u c -
t i o n i n a n a f f i n e m o d e l o f f i n t a k i n g t h e s t e p s from x c , i . e . , t h e p r e d i c t e d r e d u c t i o n f r o m ( 1 . 2 ) w i t h Hc t a k e n t o b e t h e z e r o m a t r i x . T h u s , ( 4 . 2 . 1 ) s u g g e s t s a n o t h e r t e s t t o r e p l a c e ( 4 . 1 . 1 ) :
A
s e d u c t i v e i n t e r p r e t a t i o n o f t h i s t e s t i s t h a t , s i n c e t h e p r e d i c t e d r e d u c t i o n i s a l w a y s g o i n g t o b
e r e l a t i v e l y l a r g e , i f t h i s t e s t p a s s e s w i t h s a y a=.1, t h e n we m u s t b e i n s i d e t h e r e g i o n a b o u t x c w h e r e t h e m o d e l a d e q u a t e l y r e p r e s e n t s f . S i n c e
I t i s n a t u r a l t o make t h e same s o r t o f a n a l o g t o ( 4 . 1 . 2 1 , ( b u t we s t a t e i t i n n e g a t i v e f o r m ) (4.2.3)
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i o n e d a t t h e b e g i n n i n a o f S u b s e c t i o n 4 . 2 t h a t i f t h e q u a s i -N e w t o n s t e p , s q i n (1.3).
f a i l s t o s a t i s f y (4.1.1). then we d e c r e a s e t h e l e n g t h o f s by a f a c t o r . 1 S p S . 5 .
T h e c h o i c e o f p i s a g a i n by t h e l o c a l m o d e li n g i d e a .
When we a t t e m p t a s t e p s a n d ( 4 . 1 . 1 ) f a i l s , t h e n we h a v e a t l e a s t o n e new p i e c e o f f u n c t i o n i n f o r m a t i o n , f ( x c + s ) .
w h i c h e n a b l e s us t o c o r r e c t t h e m o d e l a l o n g t h e d i r e c t i o n o f s t o r e f l e c t t h e f a c t t h a t t h e s u r f a c e i s h i g h e r a t t h e t r i a l p o i n t t h a n we t h o u g h t i t was. I t s e e m s s e n s i b l e t o t r y n e x t a s t e p t h e l e n g t
h a n t h e a c t u a l r e d u c t i o n , t h e n i t m i g h t b e t h a t t h e m o d e l i n g t e c h n i q u e i s n o t r e a l l y v a l i d i n t h e r e g i o n i n q u e s t i o n a n d much l a r g e r r e d u c t i o n s a r e p o s s i b l e by t a k i n g l a r g e r s t e p s . F o r e x a m p l e , f m i g h t h a v e s i g n i f i c a n t n e g a t i v e c u r v a t u r e i n a s t e p d i r e c t i o n i n w h i c h t h e m o d e l c u r v a t u r e i s p o s i t i v e . We w i l l s a y more l a t e r a b o u t w h a t u s e some a l g o r i t h m s make o f t h i s i n f o r m a t i o n . Cubic models have a r e a l a d v a n t a g e i n m o d e l i n g n e g a t i v e c u r v a t u r e .
I n f a c t , i f t h e g r a d i e n t t o a d j u s t t h e s t e p l e n g t h . a n d t h e y may be w o r t h w h i l e f o r some problems.
F i n a l l y , t h e r e i s o n e m o r e t y p e o f r e p l a c e m e n t f o r ( 4 . 1 . 2 ) t h a t i s u s e d i n some a l g o r i t h m s . 
To m o t i v a t e i t , n o t i c e t h a t a n i n t u i t i v e i n t e r p r e t a t i o n o f t h e t e s t i s t h a t a s t e p i s n o t t o o s h o r t i f t h e f u n c t i o n h a s a l r e a d y s t a r t e d t o t u r
T h i s i s s o m e t i m e s c a l l e d
a aerfect SLep a n d t h e o n l y r e a s o n we d o n ' t t r y t o t a k e p e r f e c t s t e p s i s t h a t t h e y a r e t o o e x p e n s i v e t o j u s t i f y . F o r some a l g or i t h m s , l i k e c o n j u g a t e -d i r e c t i o n m e t h o d s C321. C381, t h e y may b e w o r t h t h e e x p e n s e . I n o r d e r t o c o n t r o l t h e d e g r e e o f p e r f e c t i o n o f t h e s t e p , G i l l , Murray, and Wright C321 s u g g e s t t h e f o l l o w i n g t e s t :
T h i s t e s t a l s o i n c l u d e s a n i m p l i c i t t e s t f o r s t o o l o n g , b u t u s i n g i t w i t h ( 4 . 1 . 1 ) i s m o r e a s s u r a n c e t h a t x,+s i s a s u i t a b l e c r i t i c a l p o i n t .
T h e c a n d i d a t e v a l u e o f P p r o v i d e d by t h e a b o v e s c h e m a c a n e a s i l y b e s e e n t o b e much t o o e x t r e m e sometimes, and s o i t i s common t o t a k e t h e n e a r e s t p o i n t t o p i n t h e i n t e r v a l E.1. .51. I f o n e w e r e u s i n g o n e o f t h e t e s t s t h a t s o m e t i m e s c a l l f o r a l o n g e r s t e p t h a n s q N , t h e n t h e i n t e r v a l c o u l d b e a d j u s t e d t o s a y E.1,
51.
F i n a l l y , some r o u t i n e s u s e s t e p -l e n g t h i n f o r m a t i o n f r o m t h e c u r r e n t s t e p t o p r e s e t a n i n i t i a l t r i a l s t e pl e n g t h f o r t h e n e x t s t e p b e f o r e i t s d i r e c t i o n i s even c o m p u t e d .
T h e r a t i o n a l e i s t h a t i f we h a v e j u s t comp l e t e d a s u c c e s s f u l s t e p , t h e n t h e a g r e e m e n t b e t w e e n t h e a c t u a l a n d p r e d i c t e d r e d u c t i o n c a n b e u s e d t o f o r ec a s t a g o o d s t e p l e n g t h t o t r y n e x t t i m e i n o r d e r t o r e d u c e t h e n u m b e r o f u n s u c c e s s f u l t r i a l s n e e d e d t o f i n d t h e n e x t s t e p .
F o r e x a m p l e , t h e r u l e r i g h t b e t h a t i f a r e d / p r e d i s n e a r t h e l o w e r limit i n ( 4 . 2 . 3 ) . t h e n we w e r e l u c k y t o p a s s t h e t e s t a n d we s h o u l d n o t t r y such a l o n g s t e p n e x t t i m e . I f t h e l o c a l m o d e l s e e m s t o b e d o i n g w e l l i n t h i s r e g i o n a s e v i d e n c e d by a r a t i o n e a r
t h e n p e r h a p s
we s h o u l d a l l o w o u r s e l v e s t h e f r e e d o m t o t a k e a s t e p up t o t w i c e a s l o n g as we would have a l l o w e d o u r s e l v e s t h i s t i m e . T h e s a m e i n c r e a s e m i g h t b e r e a s o n a b l e i f t h e r a t i o i s l a r g e e n o u g h t o i n d i c a t e t h a t t h e m o d e l i n g t e c h n i q u e i s n ' t v e r y a c c u r a t e i n t h i s r e g i o n b e c a u s e t h e f u n c t i o n d e c r e a s e d much more than p r e d i c t e d . T h e s e i d e a s seemed t o h a v e b e e n d e v e l o p e d f o r t h e H a r w e l l l i b r a r y C241. C551, C641. They a r e u n i v e r s a l l y u s e d i n t h e t r u s t -r e g i o n s t e p c h o i c e a l g or i t h m s d i s c u s s e d i n t h e n e x t s u b s e c t i o n , b u t t h e y h a v e n o t b e e n u s e d t o t h e a u t h o r ' s k n o w l e d g e w i t h t h e l i n es e a r c h a l g o r i t h m s a l s o d i s c u s s e d b e l o w . T h e d i s a d v a nt a g e o f s u c h a scheme i s t h a t s t e p s s h o r t e r t h a n s q N might be taken on s m e i t e r a t i o n s w h e r e a auasi-Newton F i n a l l y , t h e r e i s one more p o i n t t o make a b o u t ( 4 . 2 . 4 ) .
We s a i d i n S e c t i o n 2 t h a t m a i n t a i n i n g p o s i t i v e -d e f i n i t e m o d e l H e s s i a n s i s n o t h a r d f o r t h e d e f i n i t e , t h e n a s t a n d a r d e a s y r e s u l t i s t h a t H s w i l l s t e p w o u l d h a v e p a s s e d a l l t h e t e s t s . A l i a l g o r i t h m s make some p r o v i s i o n f o r l i m i t i n g t h e l e n g t h o f a t r i a l s t e p ; t h i s i s e s p e c i a l l y i m p o r t a n t e a r l y i n t h e compuc a u s e o v e r f l o w i n t h e u s e r -s u p p l i e d f u n c t i o n r o u t i n e . v a r i a b l e -m e t r i c r o u t i n e s e n f o r c e m e n t i t .
An a l t e r n aSo f a r , s q N i s t h e o n l y s p e c i f i c s e a r c h d i r e c t i o n t i v e t o e n f o r c e m e n t i s t o k e e p t h e s a m e m o d e l H e s s i a n we have mentioned and a n e g a t i v e d i r e c t i o n a l d e r i v a t i v e f o r a n o t h e r i t e r a t i o n when t h e t e s t f a i l s . a t xc is t h e o n l y a s s u m p t i o n we h a v e made on s. I n t h i s s u b s e c t i o n , we w i l l o u t l i n e t h e l i n e s e a r c h
The l i n e s e a r c h m e t h o d m a k e s a l l i t s t r i a l s t e p s i n a f i x e d d i r e c t i o n . The simplest and most widely known way t o c h o o s e t h e s t e p d i r e c t i o n i s t o u s e s q N . T h i s r e q u i r e s o n l y t h e p x p l i n e a r s y s t e m ( 1 . 3 ) t o b e s o l v e d a t e a c h i t e r a t i o n , w h i c h i s a b i g a d v a n t a g e f o r t h e v a r i a b l e -m e t r i c m e t h o d s a n d f o r p r o b l e m s w i t h l a r g e s p a r s e H e s s i a n m a t r i c e s . I t h a s c e r t a i n t h e o r e t i c a l a d v a n t a g e s a s w e l l . I n p a r t i c u l a r , i f t h e s o l u t i o n s o f t h e l o c a l m o d e l s a r e i n d e p e n d e n t o f a p a r t i c u l a r c l a s s o f b a s i s c h a n g e s , t h e n so i s f x k ) .
T h i s i s a u s e f u l p r o p e r t y s i n c e many t i m e s i n p r a c t i c e . p r o b l e m s a r e d i f f i c u l t c o m p u t a t i o n a l l y o n l y b e c a u s e o f t h e u n i t s i n w h i c h t h e v a r i a b l e s a r e g i v e n . I n a d d i t i o n , t h e b e s t c o n v e r g e n c e t h e o r e m s f o r t h e v a r i a b l e -m e t r i c m e t h o d s w i t h o u t a n y e x p l i c i t a s s u m p t i o n s on t h e n e a r n e s s of t h e i n i t i a l e s t i m a t e a r e f o r l i n e s e a r c h m e t h o d s C561. L i n e s e a r c h m e t h o d s h a v e n o i n t r i n s i c way t o d e a l w i t h s i n g u l a r i t y a n d t h e y c a n r e q u i r e many f u n c t i o n e v a l u at i o n s t o f i n d a s u c c e s s f u l step, i f t h e i n i t i a l s t e p d i r e c t i o n h a p p e n s t o b e a bad one. The r o u t i n e s f r o m t h e NAg L i b r a r y a r e b a s e d on t h i s t e c h n i q u e ; t h e r e a r e i f we a g r e e t o try a s t e p o f l e n g t h , f o r I t s t I < X . i n g a t t h e b e h a v i o r o f t h e p r o b l e m i n o n e d i r e c t i o n , and so t h e p a r t i c u l a r norm c h o s e n n e e d s t o r e f l e c t t h e c o r r e s p o n d i n g p r o b l e m -d e p e n d e n t n o t i o n o f l e n g t h i n a l l o t h e r d i r e c t i o n s a s w e l l i n o r d e r t o make t h e bound r e l e v a n t , One c o u l d a r g u e t h a t i f Hc i s p o s i t i v e d e f i n i t e , t h e n i t r e f l e c t s o u r b e s t k n o w l e d g e a b o u t t h e p r o p e r s c a l i n g o f t h e p r o b l e m , b u t t h e n t h e s o l u t i o n t o ( 4 . 4 . 2 ) w i t h t h e n o r m d e f i n e d by t h e i n n e r p r o d u c t sTHcs i s t h e s t e p o f l e n g t h 1 i n t h e q u a s i -N e w t o n d i r e c t i o n .
X, t h e n t h e o p t i m a l s t e p s u bj e c t t o t h a t l o c a l c o n s t r a i n t i s t h e s o l u t i o n t o
t h e l i n e -s e a r c h s t e p .
A c o u n t e r a r g u m e n t c o u l d b e t h a t u s i n g t h e m o d e l H e s s i a n i n b o t h r o l e s i s p u t t i n g a l l o u r e g g s i n t h e same b a s k e t , o r a t l e a s t i n b a s k e t s o f t h e same shape. Nore suggests implementing the algor i t h m u s i n g a s t e p bound i n a d i a g o n a l l y -s c a l e d Euclidean norm chosen so t h a t t h e s o l u t i o n t o ( 4 . 4 . 2 ) i s i n v a r i a n t w i t h r e s p e c t t o p o s i t i v e d i a g o n a l s c a l i n g s of x. See C461.
F o r s i m p l i c i t y , l e t u s u s e t h e E u c l i d e a n norm f o r t h e s t e p bound. Then a s t r a i g h t f o r w a r d a p p l i c a t i o n o f L a g r a n g e m u l t i p l i e r s s a y s t h a t t h e s o l u t i o n t o ( 4 . 4 . N o t i c e t h a t s i n g u l a r i t y o r i n d e f i n i t e n e s s o f t h e m o d e l H e s s i a n i s a u t o m a t i c a l l y h a n d l e d by t h i s framework. I t makes t h e i m p l e m e n t a t i o n more complex t o w o r r y a b o u t t h e s e c a s e s , b u t i t i s conc e p t u a l l y s i m p l e a n d t h e u s e r c a n r e g a r d i t a s i m p l em e n t a t i o n a l d e t a i l . S e e C301, C511. An i n t e r e s t i n g p o i n t i s t h a t a s p i n c r e a s e s , t h e s t e p i s a s h o r t e r a n d s h o r t e r s t e p a l o n g t h e n e g a t i v e g r a d i e n t d i r e c t i o n .
For the Gauss-Newton method. Hc=HSN, we s e e t h a t t h e l c o s s t e p c h o i c e a l g o r i t h m i s j u s t t h e L e v e n b e r g -M a r q u a r d t a l g o r i t h m . We h a v e i n d i c a t e d ways t o s e l e c t X. and so ( 4 . 4 . 3 ) g i v e s t h e o p t i m i z e r ' s p o i n t o f v i e w on how t o c h o o s e t h e L e v e n b e r g -W a r q u a r d t p a r a m e t e r , a q u e s t i o n u s e r s o f o l d e r L e v e n b e r g -M a r q u a r d t c o d e s o f t e n a s k .
W e h a v e n ' t g o n e i n t o t h e e x t r e m e l y c l e v e r a n d e f f e c t i v e i t e r a t i v e t e c h n i q u e s u s e d t o f i n d p g i v e n 1. T h i s m a t e r i a l c a n b e f o u n d i n [ 1 6 1 a n d C461. The u s e r c a n r e g a r d i t a s d e t a i l , s i n c e t h e g o a l i s c l e a r . Minpack E471 c o n t a i n s a n i m p l e m e n t a t i o n o f t h e L e v e n b e r gMarquardt algorithm and
